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1 Introduccion

Ante todo agradecer al Profesor D. Federico Gaeta su invitacién a participar en
los actos que ha venido promoviendo en el Ateneo de Madrid con motivo del afio
mundial de las matemaéticas, de las que como muestra permanente se expone
una vitrina en el vestibulo de esta casa.

El tema que me propuso para esta charla fue el de “informéatica y ma-
tematicas”.

Al aceptar, la primera cuestién que nos planteamos fue ;cémo presentar las
implicaciones y relaciones que existen entre matematicas e informatica? o jqué
aspectos de esas relaciones exponer aqui?

Como respuesta vamos a destacar al concepto de “cdlculo” o “cémputo”
como la relacién fundamental entre matematica e informatica. Rescatar esta
relaciéon no es tarea facil en un momento como el actual, en el que todo el
mundo usa la informdtica apoydndose en una mdquina misteriosa (mégica caja
negra), pero en la que, en su empleo, no se percibe directamente la presencia de
las matemaéticas, y en la que su nombre “ordenador” (ejecuta ordenes) oculta
su origen, de forma diferente a como lo dejaba patente en las épocas en las que
se llamaba “computadora” (realiza cémputos o calculos).

En efecto, considerada como maquina de utilidad general, estd muy exten-
dido el uso directo, por gran ntimero de personas, de los procesadores de texto,
que se comportan como maquinas de escribir sofisticadas y que ayudan al al-
macenamiento y archivo de los documentos asi generados. Tambien es cada vez
mds comun el uso del correo electrénico (como un hibrido entre la méquina de
escribir y el teléfono), y de otras aplicaciones de Internet que, aunque potentes
y misteriosas, tampoco se vinculan directamente con las matemaéticas.

También en las distintas profesiones se utilizan, cada vez més y maés, los or-
denadores y las aplicaciones informaticas; pero estas aplicaciones solo en profe-
siones muy especificas utilizan explicitamente el calculo numérico, la estadistica
y otras funcionalidades matematicas. En la mayor parte de las profesiones se
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utilizan aplicaciones orientadas a las bases de datos, al tratamiento de ima-
gen, a la gestiéon administrativa, y aunque en todas ellas se utilizan algoritmos
matematicos muy complejos, estos no se perciben y por tanto no aparecen ex-
plicitamente las matematicas empleadas en ellos, o lo hace solamente en sus
aspectos mas elementales, como puede ser la aritmética contable.

Todo el mundo sabe que hay aplicaciones informéticas a la ingenieria, y a
otras disciplinas en las que las matemadticas juegan un papel importante, pero
precisamente por eso se estima que esas aplicaciones més tienen que ver con la
matematica que con la informética propiamente dicha.

Pero jen que consiste la informatica propiamente dicha?

Por un lado, forman parte de la informaética las propias maquinas: los or-
denadores; esas cajas negras provistas de propiedades portentosas, que se han
llegado a llamar, incluso, “cerebros electrénicos”, y que aparecieron rodeadas
de una aureola (que en alguna medida ain conservan) que otras méquinas no
tienen.

Por otro lado, forma tambien parte de la informatica algo que se sabe es esen-
cial para que los ordenadores funcionen, como son los programas. Los programas
son textos escritos en determinados lenguajes comprensibles por la maquina,
llamados lenguajes de programacion, para que una vez interpretados por el or-
denador realicen posteriormente su ejecucién. Para escribir esos programas se
requiere de unos especialistas informaticos que conozcan los lenguajes propios
de las maquinas.

Nos estamos refiriendo a los dos aspectos generales de la informatica; es decir
a la parte material (hardware, o ferreterfa) y a la parte inmaterial (software,
o parte blanda o impalpable). Nos estamos refiriendo a los dos pilares que
fundamentan la informética, y en los que se apoya su tercer elemento formado
por las aplicaciones.

Pero, jde que forma, tanto el hardware como el software, son resultado, con-
secuencia, y aplicacién de la matematica? Vamos a intentar en esta conferencia,
dar respuesta a esta pregunta, o al menos a delinear, segiin mi apreciacién, cémo
el vinculo fundamental que relaciona a la informética con la matematica es la
nocioén de célculo.

2 La matematica como calculo.

No vamos a entrar a caracterizar a la matematica, ni a intentar dar una de-
finicién parcial que sirva siquiera para los fines de esta conferencia, diremos
simplemente que uno de los resultados y finalidades de la matematica es el
célculo. Es decir, la matemadtica busca formas razonadas de procedimientos
seguros mediante los que podamos contar, medir, y obtener los resultados de
ciertas serie de operaciones que nos permitan predecir algunos acontecimientos
que puedan ocurrir en la naturaleza.

Al aludir a formas razonadas nos estamos refiriendo a la reflexion, al pensa-
miento, a la [dgica; al aludir a procedimientos seguros nos estamos refiriendo al
calculo.

Como entendemos que esta 1ltima caracteristica de la matematica es el fun-
damento de la informatica, dedicaremos nuestra conferencia a precisar lo que se



entiende por cdlculo. Y al ir avanzando en la precisién de esta idea, iremos perci-
biendo lo que, a mi juicio, es el vinculo esencial entre matematicas e informaética.

Un cdlculo es un procedimiento que nos dice como debemos aplicar unas
reglas, construidas a partir de operaciones sencillas sobre unos datos conocidos,
para obtener el resultado buscado.

En un céalculo los datos no siempre son numéricos, como suele creerse, pue-
den ser de otro tipo, por ejemplo, geométricos (puntos, rectas, figuras, ...), letras
o palabras, oraciones o proposiciones lingliisticas o 1égicas. Estos datos corres-
ponden a magnitudes, u otros conceptos, a cuya definicién dedica la matematica
gran esfuerzo.

Las reglas y operaciones deben ser conocidas y sencillas, en el sentido de
que cualquiera persona con un pequeno entrenamiento pueda realizarlas (de
aqui la idea de automatismo como opuesta a la de reflexidn o de pensamiento).
También puede considerarse la tarea de definir esas operaciones, y estudiar sus
propiedades, como una de las actividades a las que se ha dedicado y dedica la
matematica.

La historia del cdlculo es tan vieja como la historia de la propia matematica.
Como todo el mundo sabe la palabra cédlculo significa piedrecilla, y con ella se
alude al procedimiento matematico mas antiguo que se conoce: contar. También
se usan piedrecillas (en los conjuntos de piedrecillas ya esta la idea de nimero)
en procedimientos mas complejos, como la suma y la resta. El dbaco chino',
que todavia se usa en algunas colectividades, es un superviviente, que tal vez
viene desde épocas prehistéricas, de los primitivos usos de los “célculos” . Asi, el
abaco es el primer instrumento utilizado en el largo camino de la computacion.

2.1 El calculo geométrico

Veamos también, para ilustrar la idea de calculo, algunos ejemplos geométricos,
y cuales fueron los primeros instrumentos utilizados para ayudar a efectuarlos:
la regla y el compds. Construir un triangulo equildtero? (la trinidad), construir
un exagono regular, trazar una perpendicular por un punto dado a una recta
dada, hallar la bisectriz de un angulo, hallar el lado de un cuadrado que tenga
una superficie doble de un cuadrado dado (ver figura 1),...y una infinidad de
otros mas, son problemas, llamados elementales, que desde la geometria clasica
se vienen planteando y resolviendo mediante el empleo de procedimientos que
se basan en el solo uso de la regla y del compas, y de los que Euclides en sus
famosos Seis Libros da cumplido repertorio.

También se usaron la regla y el compds para realizar algunos célculos aritme-
ticos. Un ejemplo curioso es la forma de calcular, por procedimientos geométricos,
la raiz cuadrada de la serie de los ntimeros naturales \/5, \/g, \/41, NG (ver
figura 1).

1E] quipu andino es un instrumento con ciertas caracteristicas andlogas al dbaco.
2La primera proposicién del Libro I de los Elementos de Euclides dice: Construir un
triangulo equildtero sobre una recta finita dada.



V2 1

1
Duplo del cuadrado Raices de nimeros naturales

Figura 1

Pero tambien se plantearon otros problemas que se resistieron a que su reso-
lucion se pudiera obtener aplicando cdlculos con la regla y el compéas . Algunos
eran simples generalizaciones de otros ya resueltos, como hallar la trisectriz (no
hay solucién al problema de la triseccion del dngulo), hallar la arista de un cubo
que tenga volumen doble de un cubo dado (no hay solucién al problema de la
duplicacion del cubo),. ..y el problema estrella durante muchos siglos fue: hallar
el lado de un cuadrado que tenga el mismo drea que un circulo dado (no hay
solucién al problema de la cuadratura del circulo). Como veremos mas adelante,
decir en estos términos que un problema no tiene solucion, solo quiere decir que
no existe un algoritmo, es decir un procedimiento, mediante el cual podamos
encontrar la solucién aplicando un nimero finito de veces las operaciones que se
pueden realizar con la regla y el compés. La demostracion de la inexistencia de
estos algoritmos para los problemas de la triseccién del dngulo, la duplicacion
del cubo y la cuadratura del circulo solo se logré en la segunda mitad del siglo
XIX.

La trigonometria, empujada por las aplicaciones astronémicas y nauticas
requiere célculos que se realizan de una forma analdgica, (modernamente se ha
llamado nomografia a cédlculos realizados mediante la representacién grafica de
curvas, y levas) construyendo astrolabios, ballestillas, esferas armilares, cartas
nauticas y globos terrdqueos mediante los que se realizan representaciones de
la realidad donde medir es otra forma que calcular (o de aprovechar célculos
realizados con anterioridad).

Durante los siglos XVI y XVII se inventan gran nimero de instrumentos
métematicos 3 para abordar los mismos y otros problemas con otras reglas
bésicas, pensando que tal vez la insolubilidad dependiera de las reglas utilizadas.
La idea de automatismo se inicia en esta época como la aplicacién de métodos
para resolver problemas “sin saber métematicas”, 4 es decir, sin reflexionar y
solo aplicando unas reglas aprendidas..

2.2 El calculo aritmético

Aunque las construcciones geométricas pueden ser consideradas como un céalculo,
de todas formas ha sido el cdlculo aritmético el que ha merecido principal

3Citemos solo dos libros espafoles del siglo XVII: Garcia de Céspedes Libros de instrumen-
tos nuevos de geometria Madrid, 1606; José Zaragoza Fdbrica y uso de varios instrumentos
matemdticos Madrid, 1674.

4Mas radical es lo que el pintoresco autor Francisco Antonio Artiga dice en el titulo de su
libro publicado en 1694 Modo de Medir los Planos Orizontalemente, sin saber matemdticas,
ni Arismetica y sin instrumentos matemdtematicos



atenciéon desde que se establecid un sistema de representacion numérica me-
diante el cual la realizacién de las operaciones aritméticas podia hacerse de
forma sencilla (obsérvese la dificultad de hacer las operaciones aritméticas con
la representacién numérica establecida por los romanos). A partir del Liber abaci
de Leonardo de Pisa (Fibonacci), datado en 1202, se difunde la representacién
decimal de los numeros, utilizando para ello las cifras o los guarismos hindies
(ardbigos), entre los que se contiene el cero. Las aplicaciones mercantiles y
comerciales se ven ampliamente beneficiadas por esta “nueva tecnologia’.

A partir de ahf se desarrollan formas practicas de realizar las cuatro reglas®
mediante procedimientos que son auténticos programas (subrutinas de cdlculo
en la terminologia informética) que la gente emplea sin saber bien que es lo
que hace (jalguno de los asistentes sabe que estd haciendo cuando realiza una
division?;sabe por qué realiza esa serie de operaciones?. Tambien aparecen
reglas para realizar la raiz cuadrada (que siempre ha sido misteriosa y que
ustedes no solo habran ya olvidado su realizacién sino también su existencia),
aunque en ésta epoca era todavia poco utilizada. Pues estas, van a ser las reglas
bdsicas mediante las que se construyan los calculos o algoritmos aritméticos.
Cada procedimiento nos fija el orden en que debemos emplear las reglas para la
realizacién de los célculos y obtener los resultados deseados.

Durante los siglos XIV al XVII, el cdlculo aritmético (como hemos visto)
comienza a extenderse, hasta alcanzar un gran desarrollo. Sobre todo en el
ultimo de los siglos mencionados se construyen procedimientos para simplificar
los céalculos y para realizarlos mediante méaquinas. Por una parte tenemos el
descubrimiento de los logaritmos, ® que redujeron considerablemente la fatiga
de los célculos al reducir el producto a suma, la divisién a diferencia, y la raiz
cuadrada a divisiéon por dos, y faciliaron los cdlculos apoyandose en la bisqueda
en tablas (operacién que se puede considerar, tambien, como un célculo), o se
materializaron en un instrumento fisico usado hasta épocas recientes como fue
la regla de cdlculo. Por otra parte, se inventaron las mdquinas aritméticas * que
usaban ruedas y engranajes como elementos constructivos, y que, perfecciona-
das, se han conservado hasta bien entrado el siglo XX.

3 El algebra y los algoritmos.

Hemos dicho que una de las caracteristicas de los procedimientos de calculo es
que sus reglas han de ser sencillas y faciles expresar para permitir su aprendizaje
y la utilizacién de las mismas sin mayor esfuerzo.

Los calculos aritméticos pronto alcanzaron cierta complejidad, y describirlos
en el lenguaje corriente o natural hacia dificil su descripcion y por tanto su
transmisién y utilizacién, sobre todo cuando se trataba de exponer métodos de
resolucién para familias enteras de problemas.

Para superar esta dificultad se vio cada vez como mds necesario apoyarse en
sfmbolos y notaciones mediante los cuales definir un leguaje (distinto del natu-
ral empleado hasta entonces), que fuese mas adecuado para expresar y describir

5La suma, resta, multiplicacién y divisién, son las operaciones aritméticas bésicas con las
que se construirdn los algoritmos numéricos, analogas a cémo son bésicas las que se pueden
hacer con la regla y el compds para construir los algoritmos geométricos

SNepper, Mirafici logarithmorum canonis descriptio, 1614

"Por Pascal (1623-1662) en 1640 y por Leibniz (1646-1716) posteriormente



las ideas y los procedimientos mateméaticos. Asi aparecié y se fue desarrollando
el dlgebra, como lenguaje formal, y la idea de algoritmo, o cdlculo algebraico,
como automatismo para la resolucién de problemas. Esta formalizacién de la
aritmética se va depurando, desde los primeros tratados de la “regla de la cosa”
8, hasta alcanzar su madurez mediante las expresiones algebraicas, que per-
mitian describir con sencillez las operaciones del algebra. Utilizando las expre-
siones algebraicas es mas facil encontrar y dar las formulas para la resolucién
de ecuaciones algebraicas de los grados inferiores. Estas férmulas sintetizaban
algoritmos, es decir procedimientos automaticos mediante los cuales a partir de
los datos del problema obtener la solucién, o dicho en términos matematicos, a
partir de los coeficientes de la ecuacién obtener sus raices.

En efecto, estas formulas indican el orden en que deben realizarse ciertas ope-
raciones con los coeficientes para obtener el resultado. Estas operaciones son,
en el dlgebra cldsica (el dlgebra del siglo XVI) | la suma, la resta, el producto,
la divisién y la raiz cuadrada, y se decia “resolver ecuaciones por radicales” °
cuando se utilizaban estas formulas o los algoritmos por ellas representados, en
las que la raiz cuadrada jugaba un papel esencial en las mismas.

Con este tipo de algoritmos con radicales, se obtuvieron, en el siglo XVI,
procedimientos “autométicos” para resolver tambien las ecuaciones de tercer
y cuarto grado. Pero no pudieron encontrarse algoritmos de este tipo para

8De esta manera se denominaba en sus origenes al dlgebra antes de que su lenguaje co-
menzara a formalizarse; con la palabra ”cosa” se indicaba a la incégnita. Asi puede verse en
el titulo del libro de Juan Bautista Tolra, publicado en Tarragona en 1619: Tratado de Arte
mayor de Aritmetica, llamada Algebra o regla de la cosa

9 Asf para la ecuacién de segundo grado az? + bz + ¢ = 0, la formula de resolucién es la
bien conocida:

—b £+ Vb2 — dac
r=—
2a

que corresponde al algoritmo que podria expresarse por la siguiente secuencia de las opera-
ciones basicas :

1 Calcular
b =
dac =
2 Calcular el discriminante
d="b%>—4ac=

3 Segtn sea el valor de d, positivo o cero (Hasta el siglo XIX, no tiene sentido hablar de
la rafz cuadrada de nimeros negativos), realizar los calculos indicados en el punto 4, o
en el punto 5.

4 Calcular dos raices simples

Vd =
2a =
~b+Vd=
—b—Vd=

—b++d
rH=—=
2a
—b—d
ro = ——— =
2a
5 Calcular una raiz doble b
xr1 =T = % =



ecuaciones algebraicas de grado superior al cuarto '°, lo que significé un acicate
para buscar otros procedimientos de calculo.

Mucho del esfuerzo matematico de los siglos XVII y XVIII, se dedicé a redu-
cir el pensamiento a célculo, es decir buscar la forma de realizar procedimientos
efectivos mediante los que obtener de forma “automaética” (no depender de la
feliz idea) la resolucién de problemas.

Aunque esa pretension no se consiguié, en esta busqueda se desarrolld el
cdleulo analitico o formal (cdlculo infinitesimal de Newton (1642-1727) y de
Leibniz (1646-1716), la geometria analitica de Descartes (1596-1650)) y cdlculo
numérico (como fueron los desarrollos en serie para realizar el célculo efectivo de
funciones matematicas, uno de cuyos principales artifices fue Euler (1707-1783)).

4 El calculo de proposiciones.

4.1 Las leyes del pensamiento.

Una vez que hemos visto, con mayor generalidad, lo que se entiende por un
calculo, veremos que esta nocién se aplica, no solo a las operaciones geométricas,
numéricas y algebraicas, sino también a las operaciones logicas. Para ello demos
unas ideas sobre en que consiste el cdlculo de proposiciones, tambien conocido
como dlgebra de Boole '' | y como puede materializarse este célculo légico
mediante méquinas. Esta teoria matemaética es el fundamento de los actuales
ordenadores electrénicos y por tanto uno de los aspectos en que de forma més
directa esta vinculada la informatica con la matematica. Mas adelante veremos
como la logica formal, o légica matematica, también es el fundamento de los
lenguajes de programacion: otro de los pilares en los que se apoya la informatica.

LEn que consiste el calculo de proposiciones?

Una proposicidn es una frase o expresiéon a la que se puede asignar el valor
l6gico de verdadero o de falso; si toma el valor de verdadero se la llama propo-
sicion verdadera y si toma el valor de falso se la llama proposicion falsa. Por
ejemplo, la proposicion p

p=3>5H

es una proposicion falsa, y la proposicion ¢
¢g=4=3+1

es una proposicion verdadera.

La proposicién p = la casa de Juan es blanca seréd verdadera o falsa segin
sea el color de la casa de Juan, en este caso a p se llama wvariable proposicional.
En la légica las proposiciones suelen expresarse por letras p, q,, ...y los valores
l6gicos de verdadero y falso se representan por las letras V', F', respectivamente.

10Esta es una limitacién algoritmica, anéloga a la que ya se habia presentado en la resolucién
de los problemas geometricos cldsicos con la regla y el compdés

M George Boole (1815-1864) , es un matemdtico inglés que recogié su teorfa en un libro
dedicado a las leyes del pensamiento (An investigation of the laws of thought, on which are
founded the mathematical theories of logic and probabilities), publicado en Londres en 1854.
También hizo aportaciones importantes a otros campos de la matemaética como las dedicadas
a los invariantes algebraicos, a las ecuaciones diferenciales y al calculo de diferencias finitas.



Al escribir p = V, no se quiere decir que “la proposicion p es igual a V” sino
que “la proposicion p toma el valor verdadero” o que p es verdadera.

Dadas dos proposiciones, p, ¢, se pueden formar otras proposiciones com-
puestas de aquellas, aplicando las operaciones légicas de negacion, conjuncion,
y disyuncion:

® negacion: NO p (= p)
e conjuncion: py q (p A q)
e disyuncion: p o q (pVa)

El cédlculo de proposiciones nos ayuda a conocer el valor de verdad de una pro-
posicién compuesta, en funcién del valor de verdad de las proposiciones com-
ponentes, usando las siguientes tablas mediante las que se asigna el valor a las
funciones elementales (que son las que se obtienen simplemente aplicando una
vez las operaciones légicas):

Tabla de verdad de la negacién

p|™p
F|V
VI F

Tabla de verdad de la conjuncién

P | P | PAq
F|F| F
F|lV|] F
VIF| F
VIiVv]V

Tabla de verdad de la disyuncién

P | P |PVq
F|F| F
FlV| Vv
VIiF| V
Viv] Vv

Estas tablas son conocidas con el nombre de tablas verdad de las operaciones.

Una funcion proposicional es una correspondencia entre los valores de verdad
de una o varias proposiciones independientes {p1, ps,...p,} llamadas variables,
con otra proposicién r dependiente de aquellas, llamada funcién, mediante ope-
raciones légicas, que excpresamos

r= f(p17p27 pn)

Como cualquier funcién se puede obtener por composicién de otras funcio-
nes mas elementales, podemos construir su tabla de verdad descomponiendo la



funcién hasta llegar a las variables proposicionales y a partir de ahi calcular
sucesivamente los valores de cada columna aplicando las tablas de verdad de las
funciones u operaciones elementales.
El célculo del valor de verdad de una funcién proposicional, por ejemplo la
siguiente:
r= ((p1 A=ps) V =(p1 A —p2)

consiste en determinar el valor de verdad de r para unos valores de verdad
particulares asignados a pi,ps2,p3. Para su cédlculo efectivo se procede como
indicamos a continuacién.

Primero realizamos la asignacion de valor a las variables py, p2, p3 poniendo,
por ejemplo, en nuestro caso hacemos p; = V, po = V, p3 = F, es decir,
tendriamos :

r=((VA-F)V=(VA-V))

Después con el auxilio de las tablas de verdad, calculando sucesivamente los va-
lores correspondiente a cada operacién, como se indica en la siguiente sucesion:

r=(VA-F)Va(VA-V)) -F=V
r=((VAV)Va(VA=V)) =V=F
r=((VAV)V=(VAF)) VAV =V
r=(VA-(VAF)) VAF=F
r=(VA-F) -F=V
r=(VAV) VAV =V
r=V

Asi que podemos decir que para
pr=V,pp=V,ps=F

el valor de r es verdadero (r = V).

Si repetimos este calculo para toda posible terna de valores de p1, p2, ps3
tendriamos que la tabla de verdad correspondiente a r = (p1 V —p3V —(p1 V q2)
es la siguiente:

P1 | P2 | P3| P3| P2 |P1A"P3 | P1A-P2 | "(P1A-P2) | T
V| F | F A% A% A% A% F v
V|F |V F A% F A% F F
VIV I|F |V F vV F v Vv
V| V|V F F F F A% A%
F F F A% A% F F A% \%
F F |V F A% F F A% A%
F |V |F A% F F F A% \Y
F |V |V F F F F A% A%

Para el desarrollo de la informética y para la construccién de los ordenadores
ha sido fundamental el estudio del calculo de proposiciones, y especialmente el
hecho de que las proposiciones tienen una ldgica binaria, ya que solo toman uno
entre dos valores posibles, el verdadero o el falso. Este propiedad hace que la
l6gica de Boole pueda materializarse facilmente mediante circuitos eléctricos que
usen algin tipo de elemento biestable (bdsicamente que en ciertas condiciones



permita o no el paso de corriente por un cable dado), como son los relais, los
transistores, u otros, que usen propiedades adecuadas de la fisica.

4.2 Los circuitos logicos

Vamos a ejemplificar la materializaciéon del calculo proposicional, empleando el
més antiguo de los dispositivos que ya fue utilizado para fines 16gicos por nuestro
sabio ingeniero Leonardo Torres Quevedo'?, a finales del siglo XIX, al construir
sus maquinas aritméticas y su jugador de ajedréz.

Un circuito es un sistema fisico compuesto por varios cables conductores
conectados entre si por conectores (o circuito 16gico elemental o atémico) de
diferente tipo.

Conector: identidad Conector: negaciéon

Figura 2

El conector més elemental, es el que corresponde con la identidad (vease
figura 2), compuesto por una fuente de energia , y por un elemento biestable,
(en nuestro caso un relais), de forma que cuando pasa corriente por el cable a
actua el electroiman haciendo bajar la lengueta, que hace contacto en el borne,
dejando pasar la corriente por el cable ¢, y no pasaréd corriente por el cable ¢
en el caso contrario. Si la proposicién p es “pasa corriente por el cable a” y
la proposicion r es “pasa corriente por el cable ¢”, vemos que r serd verdadera
cuando p sea verdadera y falsa cuando lo sea p. El circuito anterior se comporta
como indica la siguiente tabla de verdad:

Tabla de verdad de la identidad3

P | TP
0
1 1

De forma analoga se pueden construir conectores que respondan a los ope-
radores de negacidn (vease figura 2), disyuncion (vease figura 3) y conjuncion
(vease figura 3), cuyas tablas de verdad se indican a continuacién:

12Leonardo Torres Quevedo (1852-1936) insigne ingeniero espaifiol conocido por ser uno de
los grandes creadores de automatismos que aplicé a la construccion de maquinas algebraicas,
del famoso jugador de ajedrez, y del telekino (primer mando a distancia). También construyé
dirigibles y un transbordador sobre las cataratas del Nidgara

13Cuando se trata de la ldgica de circuitos, para aproximarse a la aritmética binaria, se
suele utilizar el simbolo 0 para indicar falso en lugar de la F', y el 1 para indicar verdadero en
lugar de la V.
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Tabla de verdad de la negacién

P | P
0 1
1

Tabla de verdad de la conjuncién

P | P | PAq
0/0] O
01| O
1[0 0
Tl1] 1

Tabla de verdad de la disyuncién

pVq

e Rl =l E=] k]
=l E=lke]
e =

Estas tablas se materializan mediante los circuitos que representamos en las
figuras 2 y 3.

Conector: disyuncién Conector: conjuncién

Figura 3

De manera andloga a como se forman proposiciones compuestas a partir de
otras proposiciones, se pueden construir los circuitos légicos compuestos corres-
pondientes a proposiciones compuestas, a partir de los circuitos logicos elemen-
tales.

Por composicion sucesiva se han ido construyendo circuitos cada vez mas
complejos hasta llegar a los modernos microprocesadores y otros dispositivos
electrénicos componentes de los actuales ordenadores materializados en los mi-
crochips que contienen o integran millones de componentes biestables (conecto-
res).

Hemos empleado en nuestra exposicién para describir los circuitos elemen-
tales un dispositivo electromecanico que fue el precursor de los modernos cir-
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cuitos electrénicos utilizados en los ordenadores 4. El ingeniero espafiol Torres
Quevedo fue el primero en utilizar relais para construir maquinas algebraicas
automaticas y otros dispositivos automaticos, como su jugador de ajedrez, su-
perando con ello al matemético inglés Babagge '°, precursor de los actuales
ordenadores, pero quien no pudo terminar de construir su maquina por solo
disponer para ello de la tecnologia mecanica, cuyas componentes eran ruedas y
engranajes.

Desde el origen de las computadoras electrénicas, ha habido una sucesién
de distintos dispositivos biestables con los que se han construido los conectores
légicos elementales y, a partir de ellos, los circuitos mas complejos componen-
tes de aquellas. En cada época las caracteristicas de los dispositivos usados
para construir las nuevas maquinas automadticas, han sido uno de los rasgos
empleados para definir las distintas generaciones de ordenadores; esta sucesion
de dispositivos pasé del relais a la vdlvula de radio, y de esta al transistor, para
llegar despues a los actuales circuitos integrados cada vez de mayor densidad.
Esta sucesion todavia no ha terminado.

Como ya hemos indicado, fue el matematico inglés George Boole el iniciador
de la logica, o céalculo, de proposiciones, pero fue el matemdtico americano
Claude Shannon '8, quien aplicé el algebra de Boole al disefio de circuitos de
conmutacion utilizados en las centrales telefénicas automaticas. Al matematico
hiingaro John von Neumann 7, se debe la actual estructura de los ordenadores.

5 La formalizaciéon como calculo.

La extension del calculo aritmético, al algebra clasica, al algebra de las propo-
siciones y a otras légicas, ha conducido a considerar a alguno de los aspectos
formales de la matematica como célculo, y esto ha tenido gran importancia
para la definicién de los sistemas formales deductivos; en particular, en la for-
malizacién de los lenguajes, no solo mateméticos (Metamatemédtica), sino de
otros tipos de lenguajes: los lenguajes formales (o artificiales); e incluso del

1413 utilizacién de los relais en la construccién de circuitos es algo que desde hace tiempo
ha dejado de realizarse, y estos dispositivos estan ya olvidados, pero por su claridad expositiva
y por su interés histérico, los hemos usado en esta descripcién de los circuitos légicos.

15Charles Babagge(1792-1871), dise6 una maquina The analytical engine, que solo construyé
parcialmente aunque dedié a ello varios anos. En esta maquina se introduce la idea de memoria
para retener informacién. Aparte de ser el reconocido precursor de los actuales ordenadores,
es tambien interesante indicar el esfuerzo que dedicé a la introduccién las ideas de Leibniz
en la Inglaterra de comienzos del siglo XIX, cuando todavia susistia, en el pais britdnico, el
monopolio del pensamiento de Newton en lo que se refiere al célculo infinitesimal.

16Claude Shannon nacié en Estados Unidos en 1916. Su tesis de master titulada A symbolic
Analysis of Relay and switching circuits, se considera como fundamental para la aplicacion
del algebra de Boole a la teoria de circuitos de conmutacion. Tambien es muy importante su
aportacion a la teoria de la comunicacion.

17Von Neumann (1903-1957), fue un nino prodigio; estudia matematicas en Budapest y
en Berlin. Va por primera vez, como profesor visitante, a Estados Unidos en 1931, pero se
traslada definitivamente en 1933 (huyendo de la situacion provocada por Alemania en Europa)
al Institute for Advances Studies de Princeton, en donde coincide con Gédel y con Turing .
Dedicé su actividad a multiples areas de la matematica, pero su aportacion fue esencial para
el desarrollo de la actual estructura de los ordenadors, especialemnete en la idea de programa
almacenado, como ya lo describe en su First Draft of a Report on de EDVAC escrito en 1945.
Tambien es uno de los creadores de la teoria de automatas y de la teoria de la programacién.
Es autor prolifero, entre su produccién se encuentra un libro, editado en 1966 titulado Theory
of Self-Reproducing Automata
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lenguaje natural como lo esta intentando la moderna lingiifstica y la lingiiistica
computacional.

La contribucién de Chomsky '® al desarrollo de la lingiiistica, desde que apa-
recid, en 1957, su Syntactic Structures , ha sido muy importante en los lenguajes
naturales y también, de forma muy patente, en los lenguajes de programacion.
Las gramaticas formales, las graméaticas generativas y transformacionales, han
dado nuevas herramientas para estos estudios.

Expongamos brevemente lo que se entiende por lenguaje formal y por sis-
tema formal.

5.1 Lenguajes formales

La idea bésica es considerar a un lenguaje como un conjunto compuesto por
cadenas de longitud finita formadas por simbolos tomados de un alfabeto. Es
decir, dado un alfabeto ¥ = {04, 09, ...0, }, decimos que = = 7;,0,...0;,, (para
un m dado, que llamamos longitud de z) es una cadena construida con simbolos
de . Sim = 0 tenemos la cadena llamada vacia, y denotada por A. Al conjunto
formado por de todas las cadenas que se pueden construir con las letras de dicho
alfabeto se le llama lenguaje universal y se le denota por X* . Es evidente que el
nimero de elementos de ¥* es infinito numerable. Entre las cadenas, como ele-
mentos de X* | se define una operacién, llamada concatenacidén, mediante la cual
a dos cadenas dadas x,y € ¥* se le asocia otra cadena z obtenida por yuxtapo-
sicién de z, y; es decir, si x = z122...7p con x; € L, ey = y1y2...y4 con y; € X%,
entonces la cadena z = zy , serfa : z = 21 Z2...2pY1Y2 - - - Yq -

Llamamos lenguaje construido con el alfabeto X, a cualquier subconjunto L
de ¥*. Diremos que un lenguaje es finito, si es finito el niimero de cadenas de que
consta; en otro caso diremos que es infinito. El lenguaje vacio no tiene ninguna
cadena (que no debe confundirse con el lenguaje que solo tiene la cadena vacia).

Una vez dada esta definicién tan general de lenguaje, el problema inicial que
se nos presenta es como distinguir con precisién las cadenas que pertenecen a
un lenguaje L de aquellas que no pertenecen. Hay dos formas de hacerlo: una
consiste en dar las reglas mediante las cuales construir las cadenas que forman
el lenguaje, y otra es dar un procedimiento para determinar si una cadena dada
pertenece o no al lenguaje considerado. En el primer caso se trata de definir las
gramdticas formales, o generadores, y en el otro los autdématas o reconocedores.

Para fijar un poco las ideas de lo que se entiende por lenguaje definido
por una gramatica formal, demos ligeramente algunos detalles técnicos. Una
gramatica es un procedimiento finito para formar o generar cualquiera de todas
las posibles cadenas de un lenguaje. Formalmente diremos que una gramatica
es un sistema :

G=(Vy,Vp,P,YS)

Donde Vi es un alfabeto llamado vocabulario no terminal; Vr es un alfabeto,
llamado vocabulario terminal. Las reglas de P son de la forma a; — «;, donde

o; € (VN @] VT>+, aj € (VN @] VT)*

18Noam Chomsky, nacido en Estados Unidos en 1928, es uno de los creadores de la lingiifstica
matematica. Tambien es conocido por ser uno de los més eminentes pensadores disidentes
americanos
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y S, un simbolo de Vi, llamado simbolo inicial. Para generar una palabra
mediante la gramética GG, nos apoyamos en secuencias de cadenas de simbolos,
V1,V2, ..Uy . Estas secuencias (cada una de las cuales es llamada derivacidn),
se construyen del siguiente modo:

1: El primer elemento de la derivacién es siempre el simbolo inicial S (es decir,
siempre vy = 5).

2: A partir de un elemento v; se pasa al siguiente v; 41, (donde v; y v;41 perte-
necen a (Vy UVr)™) |, mediante una regla de P, es decir, si v; = da;0', y la

regla a; — «a; € P, entonces serd v = 5aj5’, (escribiremos v; = v;41)

3: Si vy, obtenida aplicando m veces el procedimiento anterior, pertenece a V,
entonces decimos que vy, es una palabra generada por G.

A la derivacion S = vy, vs, ..Uy, se la puede expresar:

S=v = v = ... = Uy,

o simplemente
S == v,

que podria leerse: v, se obtiene por derivacién de S aplicando reglas de G, o
simplemente: v,, en una derivada de S.

Podemos sintetizar lo anterior diciendo que el lenguaje generado por la
gramdtica G, es:

L(G) ={zlx € V3,5 =+ =z}

Decimos que dos gramdticas son equivalentes, si y solo si generan el mismo
lenguaje, es decir

G1 = G2 <~ L(Gl) = L(Gg)

5.2 Sistemas formales

La pretensién de formalizacion del pensamiento, que se inicié con la osadia de
Boole al pretender haber encontrado “las leyes del pensamiento”, di6 origen a
un interés renovado por la légica y a la aparicién de la légica matemética

97, aparicién (y su consolidacién a principios del siglo XIX) de la geometria proyectiva
y de las geometrias no euclideas hacen concebir nuevas geometrias que no estdn en armonia
con nuestra intuicién del espacio que obligan a una revisién del sistema l6gico de Euclides
(especialmente su sistema de axiomas), revisién que tiene gran trascendencia en el posterior
desarrollo de la matemdtica y en la aparicién de una nueva forma de entender la 1égica que
viene a confluir con el desarrollo de la légica inglesa en la que se busca la expresién del
pensamiento mediante simbolos para llegar a constituirse lo que actualmente se llama ldgica
matemdtica.
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(Morgan 2° | Frege 2!, Russell 22, Hilbert?3), que se inicia en la segunda mitad del
siglo XIX, y que incide de forma determinante en la moderna fundamentacién
de la matemadtica, y en el desarrollo de la teoria de conjuntos (Peano, Cantor).
La idea de formalizacién de una teoria es la que brevemente exponemos a
continuacion.
Definimos a un sistema formal, como una cuadrupla:

S=(3,F,AR)
donde sus elementos los interpretamos como sigue:

> : es un alfabeto.
F : es un subconjunto recursivo de ¥*, llamado conjunto de férmulas (F C ¥*).

A: es un subconjunto recursivo de F, cuyos elementos reciben el nombre de
aziomas. (A C F).

R: es un conjunto finito de reglas de inferencia, de la forma R;(x1,xa,...Tm;Yy),
cuyas variables tomaran valores en F. En estas reglas se dice que la
férmula y se obtiene a partir de las x1, 2, ...x,, mediante R; , o que y es
consecuencia de 1, T, ... T

Dado un sistema formal .S, decimos que d es una demostracion en S, si d es
una secuencia finita de férmulas

L1, L2, L3y .c.Xpy

que comienza con un axioma (1 € A), y en la que cualquier elemento posterior
0 es un axioma o se puede deducir a partir de otros elementos que ya estan en
la demostracién.

Decimos que una formula x, es un teorema de S , si y sélo si existe una
demostracién

20 Augustus De Morgan(1806-1871) matemético inglés que se educé en la Universidad de
Cambridge pero de la que no pudo obtener los grados por negarse a firmar la declaracién
teolégica a que estaban obligados los candidatos antes de recibirlos. Aunque publicé varios
trabajos sobre los fundamentos del dlgebra y sobre probabilidades, han tenido gran repercusién
sus trabajos sobre légica. En 1847 aparecié su Formal Logic or the Calculus of Inference
necessary and probable.

21Friedrich Frege (1848-1925) matemético aleman que dedicé su principal actividad a in-
tentar probar que la matemética se puede reducir a la légica (logicismo). En 1884 publica un
libro sobre los fundamentos de la Aritmética (Die Grundlagen der Aritmetik) y en 1893 otro
sobre las Leyes bésicas de la aritmética (Grundgesetze der Aritmetik); la paradoja de Russell
mostré inconsistencia en el sistema axiomaéatico de Frege, quien se vi6 obligado a modificarlo.

22Bertrand Russell (1872-1970) 16gico inglés, autor, en colaboracién con Whitehead, de uno
de los libros mds importantes de légica matematica titulado Principia Mathematica(1910).
Es muy importante el papel que ha jugado en el desarrollo de la légica la llamada paradoja
de Russell que tiene que ver con el conjunto de todos los conjuntos que no pertenecen a ellos
mismos. Su logicismo le hace llegar a considerar que el conjunto de todos los teoremas de
la matemaética constituyen un subconjunto de los teoremas de la légica. Tambien es muy
conocido como filésofo y por su activismo pacifista creador del llamado tribunal Russell.

23David Hilbert (1862-1943) matemético alemén. Su trabajo constituye una de las mayores
aportaciones al desarrollo de las matematicas en el siglo XX. Su axiomatizacién de la geometria
le condujeron al estudio de problemas 1égicos. Publicé en colaboracion de Ackermann unos
elementos de légica tedrica (Grundzige der Theoretischen Logik) en los que busca probar la
consistencia de las matematicas.
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d=x1,%2,....T,

Un ejemplo de sistema formal para la 16gica proposicional, es el que damos
en la nota 2, en donde tambien se da un ejemplo de demostracion formal.

Con el desarrollo de los sistemas formales se abrié la espectativa de poder
reducir la demostracién a calculo, y con ello se produjo una gran esperanza que
llevé a la buisqueda de la pretendida demostracién automatica, es decir de pro-
cedimientos para la definicién de algoritmos capaces de construir la secuencias
de férmulas que formen una demostracion. Pero pese a que esta busqueda hizo
avanzar la légica matemaética con algunos éxitos 2° estos no lograron el intento
de alcanzar la demostracién automética, imposibilidad que dejaron patentes los
limitadores teoremas de Godel 2¢ que béasicamente dicen que, en general, los

24Una formalizacién de la 14gica proposicional podria darse mediante el siguiente sistema:
S=(X,F,AR)
donde el alfabeto viene dado por
Y ={p,¢,7p1,q1,71, - =, 7, (,)}
El conjunto de férmulas F' le definimos inductivamente como sigue:

: Toda letra (llamada variable) del alfabeto : ¥ — {=,—,(,)} es una férmula.
¢ Si x es una férmula, entonces —x es una férmula.

: Six,y, son férmulas, entonces (x = y), es una formula.

B W N =

: Una palabra x es una férmula, si y solo si se obtiene a partir de 1,2,3.

El conjunto A de axiomas es el siguiente:

A={(p= (g=p)),
(p=@=nmn)=((r=9=@=r),
((kp=4q) = (¢=p))

Las reglas de inferencia R, son las siguientes, en donde x , y € F,

R:{R1($7($:>y),y), R2(y:fﬂaz(y|Q)}

en donde con z(y|g) queremos indicar la férmula que se obtiene a partir de la férmula z,
cuando se sustituye toda aparicién de la variable ¢ en x por la férmula y (poner y donde
aparezca q).

Con este sistema, probar que la formula (p = p) es un teorema, es construir una demos-
tracién como la siguiente:

r1=(p=@=nr))=>(=9=p@=r)) axioma
z2=(p=(@=p)=>(p=9={@P=p) Ra(p, z, x1(p/T))
z3 = (p(qg = p)) axioma
za=((p=q) = (p=0p)) Ry (x3,®2,24)
zs = ((p=)(g=p) = (p=p)) Ra(q = p,za,24(q = p/q))
z6 = (p = p) Ry (3, x5,26)

25Veanse las notas 4, 5 y 6.

26Kurt Godel (1906-1978), matemético austriaco, profesor de la Universidad de Viena;
emigré a Estados Unidos en 1940; alli ejercié como profesor del Institute for Advanced Study,
donde coincidié con von Neumann y con Einstein. Son muy importantes sus trabajos sobre la
teoria de la demostraciéon matemadtica, que dié a conocer en 1931, en los que de forma rigurosa
establece las limitaciones de la teoria axiomética de conjuntos y termina con los intentos que,
desde mediados del siglo anterior, se hicieron para probar la consistencia de la formalizacién
de las matematicas.
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sistemas formales o son incompletos, o son inconsistentes; es decir, en el primer
caso se trataria de sistemas que contienen férmulas para las que no existe una
demostracién (en el sentido formal), y en el segundo, que contienen férmulas
para las que existe una demostracién y también para su negaciéon. Con este
planteo renacen y vuelven a aparecer los fantasmas que llevan consigo los di-
lemas y las aporias légicas. (Desde las antiguas del mentiroso, del barbero, la
del puente y la horca, y las mas recientes como las vinculadas con la teoria de
conjuntos como la de Russell, de la que ya hemos subrayado su importancia mas
arriba.)

Estos avances pusieron cota a la ilusién de que todo sea calculable. Y si no
todo es calculable surgen las preguntas, ;jqué se puede calcular? ;dénde estan
los limites de la calculabilidad?.

6 Calculabilidad

Para dar respuesta a estas preguntas lo primero que hay que estudiar, y definir
con precisién, es que se entiende por célculo, y por algoritmo, conceptos estos
que se han venido utilizando desde el Renacimiento, sin ser sometidos a la
necesaria critica, (como hemos expuesto en las paginas anteriores), pero que a
partir de los descubrimientos de Godel, era imprescindible que se aclararan, pues
ya se habia perdido definitivamente la esperanza, acariciada por Raimundo Lulio
27y también pretendida por Leibniz, de que ante cualquier situacién conflictiva,
en la que se presentase una discrepancia entre personas, esta se resolviese, en
vez de utilizar discusiones acaloradas, mediante el calculo (calcular en lugar de
discutir).

En los afios 30 del siglo XX, varios l6gicos matematicos 2%, inician la tarea
de definir con precisién lo que se entiende por calculabilidad, profundizando
en las ideas de algoritmo y de funcién calculable, dando como resultado los
conceptos de funciones recursivas, y de maquinas de Turing. En el primer caso
se trata de encontrar las funciones calculables més simples posibles a partir de
las cuales por composicién y por recursion se van obteniendo las demaés funciones
que pueden ser efectivamente calculables o computables. En el segundo caso se
trata de definir maquinas compuestas por conjuntos de instrucciones de la mayor
sencillez posible con la finalidad de obtener de forma efectiva el resultado de una
funcion calculable.

6.1 Funciones recursivas

v . .
Vamos a ver como se construye una clase de funciones, llamadas recursivas
primitivas, definidas entre n-uplas de nimeros naturales sobre los niimeros na-

2"Ramon Llull (1235-1315) mallorquin, es uno de los sabios y misticos mas notables de la
Edad Media, cuando comenzaba vislumbrarse el Renacimiento. Se le atribuyen el conocimiento
temprano de la brijula y la invencién de los protulanos. Su aportacién a los inicios de una
l6gica simbdlica es universalmente reconocida. Es autor del Ars Magna combinatoria y del
Arbre de sciencia y de un trabajo sobre el arte de encontrar la verdad (Arte abreujada de
trobar la veritat).

2830n varios los enfoques que se han dado para obordar los problemas surgidos en torno a
la computabilidad, planteados tras los teoremas limitadores de Godel. Los matematicos que
se han dedicado principalmente a este tema son, entre otros, Church, Turing, Kleene, Post,
Davis.
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turales 2%, (es decir f : N™ — N), con la idea de caracterizar las funciones que
son efectivamente calculables, es decir, aquellas funciones para las que dada la
n-upla de sus argumentos podemos definir un procedimiento para encontrar en
un numero finito de pasos el valor de la funcién.

Usaremos para ello una definicién recursiva, es decir, nos apoyaremos en un
conjunto de funciones que por definicién son recursivas (conjunto inicial que se
denomina base de la recursion), y en un conjunto de reglas que aplicdndolas a
funciones recursivas primitivas ya definidas obtenemos nuevas funciones recur-
sivas. En nuestro caso la base esta formada por las funciones nula, sucesor y
proyeccion, y las reglas que llamamos de composicion y de recursion primitiva.
Estos elementos quedan definidos de la siguiente forma:

Base de recursién:

Funcion nula N(xz) =0 : mediante la que se hace corresponder a cualquier
numero natural el numero 0 (borrar el numero).

Funcion sucesor S(x) =z’ : mediante la cual a cada numero natural z se
le hace corresponder su sucesor, que denotamos por z’ (encontrar el si-
guiente).

Funcion proyeccion I (x1,z2,...%;,...%,) = x; : mediante la cual a cada
n-upla se le hace corresponder su i-esima componente (elegir uno de una
sucesién finita)

Reglas:

Regla de composicion : dadas las funciones
gi(xl,:rg,...,xn), (Z: 1,2,m)

y la funcién f que depende de las m funciones anteriores, es decir

f = (917927 "'791’71)7

entonces decimos que
h(l‘l, T2y .uuy xn)

es la funcién compuesta de las g; mediante f si estd definida de la siguiente
forma:

h(z1,z2,...;xn) = f(g1(z1, T2, ..., Tpn), g2(T1, T2, ooy Tp), oG (T1, T2y ooy Ty ))

Regla de recursion primitiva con parametros: dadas dos funciones recur-
sivas conocidas
f(.’L'h T2y uny .’)Sn),
29 Aparte del interés intrinseco de las funciones definidas entre numeros naturales, estas
toman una gran importancia en la légica a partir de la llamada numeracidn de Gédel que

consiste en un procedimiento mediante el cual a toda expresién lingiiistica se le asocia de
forma tnica un nimero natural
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g(y7x17x27 vy Ty Z)?

que dependen de los parametros x1, 2, .., T, , se define la funcién

h(y, z1, T2, .., Tn),
mediante el siguiente esquema de recursién:
(0,21, T2y ..oy ) = f(z1, T2y ooy Tp)
h(y' 21,2, oy @) = gy, T1, T2y ooy Ty B(Y, T1, T2, oy T))

Regla de recursion primitiva sin parametros: es un caso particular del
anterior en el que no apareceran los parametros y el esquema de recursiéon
seria:

h(0) =k

h(y') = gy, h(y))

donde ¢(y, z) es una funcién recursiva conocida y k es una constante (un
numero natural dado).

La clase de funciones definidas de esta manera, es una clase de funciones que
se puede calcular efectivamente, ya que son construidas a partir un conjunto
base, cuyo calculo puede ser considerado trivial, y mediante procedimientos o
esquemas de célculo sencillos y que se realizan por pasos sucesivos 2°. Se prueba
que esta clase de funciones es la misma que la que se define utilizando para ello
las Maquinas de Turing, que describimos a continucion.

30Para ver como se construyen estas funciones, pongamos algunos ejemplos sencillos, que
solo utilizan funciones de la base, o de las ya construidas en alguno de estos mismos ejemplos.
Suma h(z,y) = x+y Esta funcién la construimos apoyédndonos en las funciones f, g definidas
de la siguiente manera

fz) = I (x)
9ly,z,2) = S(I3(y,z, 2))

que son recursivas por emplear funciones de la base y la regla de recursion primitiva,
tendriamos el siguiente esquema de recursiéon primitiva con el parametro x

h(z,0) = I (x)
h(:l:, yl) = g(y7 T, h(x’ y)) = S(Ig(:% T, Z))

en otras palabras

r+0==x r mas 0 es igual a x
z+y =(x+y) = més el siguiente de y es igual al siguiente de x + y

Producto h(z,y) = zy En este caso hacemos

z0=0 z por 0 es igual a 0
zy' =xzy+x x por el siguiente de y es igual a x por y més x

Factorial h(y) = y! En este caso, por recursién primitiva sin pardmetros, haciendo k =1, y
que la funcién g(y, h(y)) sea el producto, tenemos que g(y, h(y)) = yh(y), luego
h(0) =1
h(y') = yh(y)
o sea:

ol=1 factorial de O es igual a 1
(y')!' = yly’ factorial del siguiente de y es igual a factorial de y por el
siguiente de y
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6.2 Maquinas de Turing.

Otra forma de caracterizar la clase de las funciones computables se hace me-
diante las llamadas mdquinas de Turing 3' . Estas son méaquinas formales, es
decir sin cables ni componentes fisicos. Su finalidad es definir los calculos a
partir de las operaciones mas sencillas posibles, y utilizando las cuales calcu-
lar efectivamente funciones dadas. Las funciones que asi pueden realizarse se
llaman funciones calculables o computables.

Este tipo de maquina consta hipoteticamente de una unidad de control capaz
de interpretar las instrucciones que reciba, y de una cabeza lectora que permite
leer el contenido de una de las casillas en que esta dividida una memoria lineal,
ilimitada en ambas direcciones de sus extremos.

Sj1 Sje | S5 | S Sjm
qi
Figura 4

La méquina en su funcionamiento pasa por diferentes estados ¢; en instantes
t sucesivos. El argumento de la funcién que queremos calcular estard alma-
cenado previamente en la memoria, y en el instante inicial, antes de que la
maquina comience a funcionar, la cabeza lectora apuntard al simbolo méas a la
izquierda del argumento. A partir de ese momento la maquina realizard opera-
ciones, que dependeran del estado en que ella se encuentre, y del simbolo que
en ese momento lea la cabeza lectora. Con estas operaciones se podran realizar
las siguientes atreas: sustituir el simbolo leido por otro, pasar a leer el simbolo
que esta en memoria a la derecha del simbolo leido, pasar a leer el simbolo que
esta en memoria a la izquierda, o saltar directamente a ejecutar otra instruccion
si se cumple una condicién especificada 32; en todos los casos, y una vez ejecu-
tada la tarea indicada, se pasaria al estado que tambien se indica en la propia
instruccién.

Estas instrucciones, o cuaternas, las podemos representar e interpretar asi:

31 Alan Turing (1912-1954), es un matemético inglés, que se gradué en Cambrige (UK), e
hizo su doctorado (1931) en Princeton , donde coincidié con von Neumann y Goédel durante
su estancia como profesor entre 1936 y 1938. Son esenciales sus trabajos sobre computacién
que se expresan mediante su maquina como un formalismo tedérico. Tambien es conocido por
sus trabajos de criptofraffa que desarrollé en el mitico laboratorio de Bletchley Park (1939-
45) donde se construyé la maquina Colossus para desencriptar los mensajes cifrados por los
alemanes mediante la maquina germana FEnigma.

32Las méaquinas de Turing que contienen cuaternas de este tipo se llaman no simples, o
maquinas con ”ordculo”, elemento externo a la propia maquina que hay que consultar para
tomar la decisién antes de ejecuatar este tipo de cuaternas.
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q; S; sk qi : siestando en el estado g; se lee el simbolo s;,
entonces s; se cambia por s y se pasa al es-

tado ¢

q; s; Rq : sidesde g; se lee s;, entonces se pasa a leer
la casilla situada a su derecha y se cambia al
estado ¢

q; s; L qg: sidesde g; se lee s;, entonces se pasa a leer la
casilla a su izquierda y se cambia al estado ¢

a4 S; qr qi : si desde g; se lee s;, entonces se cambia al

estado g o al g; segun una cierta condicién

donde: ¢; indica un estado de la maquina tomado del conjunto de estados Q);
s; indica uno de los simbolos que pueden aparecer en la memoria tomado del
alfabeto S; R es un simbolo que indica pasar a leer la casilla de memoria situada
ala derecha; L es un simbolo que indica pasar a leer la casilla de memoria situada
a la izquierda.

Se define una mdquina de Turing (M) como un conjunto finito, no vacio,
de cuaternas, de forma que no contenga dos cuaternas con los dos primeros
simbolos correspondientes iguales.

Indicaremos por @ = {¢;} al conjunto de estados de la méaquina, por S =
{s;} al alfabeto de simbolos de la memoria.

En @ siempre existe un estado particular, que se suele indicar por gy y
llamarse estado inicial, en el que se supone estd la maquina al comenzar a
operar. En el alfabeto S siempre figuraran, entre otros posibles, dos simbolos:
el blanco (B), y el uno (expresado por un palote | ) . A las cadenas formadas
por simbolos de este alfabeto se las llama expresiones de memoria. Si en una
expresién de memoria incluimos un dnico simbolo ¢; (que indique un estado de
Q) siempre que no le situemos a la derecha de cualquier otro, obtendremos una
expresion que llamaremos descripcion instantdnea de la maquina M.

Los ntiimeros naturales se representan en estas maquinas, de la forma mas
simple, es decir usando un solo simbolo ( | ). Se emplean dos clases de represen-
tacion numérica; una llamada de entrada mediante la cual con un solo palote
representaremos el cero, y cualquier otro niimero n se representara por n + 1
palotes; y la otra, llamada de salida, consiste en contar el nimero de palotes que
hay en la expresién de memoria (ningun palote se interpretarfa, en este caso,
como el 0).

La descripcién instantdnea de la maquina M en el instante inicial podria
representarse por

qo Si1 Si2 Si3 - - - Sin

En cualquier otro instante una descripcién instantanea seria de la forma
Q= 851 -..Sjkq;SjSjl ---Sjm

Para ver como funciona una méquina de Turing, veamos como se realizan las
transiciones de unas descripciones instantaneas a otras. Dada una descripcién
instantanea o , en la que aparezcan el par de simbolos ¢; s; , buscariamos la
cuaterna de la méquina que comience con estos dos simbolos y operariamos en
consecuencia, es decir, para cada uno de los tipos de cuaternas, construiriamos
la descripcién instantdnea siguiente, 3, como indicamos a continuacién:
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para  ¢;S;Skq seria [ =5j ...5;,SkSj ---Sj,

para ¢;s;Rq  serfa B =sj ...55,5;¢5j -5,
para Qistql seria ﬁ =85, -+-4iS;5,.SjS4, -+ - Sj
para  ¢;s;qeqr serfa B =sj ...5;,qrSiSj - - Sjn,

si el numero representado por
cinta en ese instante pertenece a
un conjunto dado A , o bien

5 = 851 ---Sjkq1S;Sjl---Sjim

si el nimero representado por la
cinta en ese instante no pertenece
a un conjunto dado A

En el ultimo caso aparece el conjunto A, que es un conjunto de numeros
naturales, que no forma parte de la maquina, y al que hay que consultar antes
de tomar la decisién sobre una de las alternativas propuestas (es el “ordculo” a
que nos referiamos en una nota de la pagina anterior).

Si no existiese en M ninguna cuaterna que comenzase por ¢;s; dirfamos que
la descripcién instantanea « es terminal.

En cualquiera de los casos anteriores decimos que de la descripcion instan-
tanea « se pasa a la 0 mediante la maquina de Turing M, lo que se denota
a— B(M).

Llamamos computacién o calculo de una maquina de Turing M, a una su-
cesion finita de descripciones instantdneas «q,ao,...a,, de forma que para
1 <i<mn, sea a; = a41(M), y sea «, , una descripcién instantdnea ter-
minal.

Para calcular una funcién f : N® — N, mediante una maquina de Turing, se
comenzara representando la n-upla de los argumentos mediante una expresion
de memoria de la forma ||..|B||..|B||..| B...B||..|, a partir de la cual se formars la
descripcién instantanea inicial

a1 = goll-.| BI[..|Bl|..|B...BI..|

a la que se aplicaran sucesivamente las cuaternas que correspondan de la ma-
quina de Turing hasta llegar a una descripcién instantdnea terminal. En esta

contamos el numero de palotes que contiene, y este serd el valor de la funcién.
33

33Veamos como ejemplo, el funcionamiento de una maquina para sumar dos enteros. Dada
la funcién f(z,y) = = + y, existe una maquina de Turing que la calcula, compuesta por las
siguientes cuaternas:

{90 1Bgq, 9w BRaq, q|Rq, qBRq, q|Baqgz}
Esta maquina tiene como conjunto de estados
Q= {90, a1, 92},
como estado inicial a qo , y como alfabeto a
S ={|,B}

Para sumar 3 + 5 , procederiamos asi:

1) La descripcién instanténea inicial es qo | ||| B||]||| , que contiene la representacion del
par de nimeros 3 y 5 , usando la representacion de entrada.

2) Los pasos sucesivos del cdlculo, usando la mdquina anterior son:
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Dada una funcién f : N™ — N, no siempre existe una Maquina de Turing,
mediante la cual, a partir de cualquier argumento, podamos llegar desde el
estado inicial a una descripcién instantanea terminal; cuando existe una tal
maquina decimos que la funcién es computable.

7 Conclusion: Las maquinas automaticas

Hasta aqui hemos dado un sucinto panorama de la evolucién del papel jugado
por la matematica en los fundamentos y origenes de la informética. Como
hemos visto, este papel ha consistido en la biisqueda de automatismos de calculo,
desarrollando para ello aparatos tedricos cada vez mas potentes.

Aunque entre matematica e informética existen muchos otros vinculos, en
el marco de una conferencia solo se puede aludir a alguno de los aspectos que
relacionan a ambas disciplinas. Por ejemplo, también deberia haberse tenido en
cuenta el aspecto reciproco, es decir, considerar que si la matematica ha sido el
fundamento tedérico que ha permitido la aparicién y desarrollo de la informatica,
también la informética brinda ahora un potente instrumento de célculo que fa-
cilita el estudio de ciertos problemas matematicos que hasta ahora no habian
podido abordarse con éxito, como ocurre, entre otros muchos, con varios pro-
blemas de topologia y de teoria de nimeros. Este tema de la informatica como
auxiliar en la investigacion de algunos problemas matematicos, es un tema im-
portante que requiere una atencién especifica.

Pero no queremos terminar sin subrayar el hecho, que resulta realmente
sorprendente, de cémo estos estudios tedricos encaminados a encontrar proce-
dimientos de célculo se hayan materializado en maquinas, con cierta autonomia
para actuar, que pueden permitir al hombre liberarse de los trabajos repetiti-
vos y mecanicos, (caracteristicas estas que son las que mejor definenen a los
célculos), para poder dedicarse a tareas creativas mas propias de la compleji-
dad de la naturaleza humana, alcanzada tras millones de anos de una evolucion
natural todavia inconclusa.

golllIB]I] descripcién instantanea inicial

q BBl obtenida al aplicar la cuaterna qo | B qo

Baqil||BI|lI] obtenida al aplicar la cuaterna go B R 1

Blai||BI|lI] obtenida al aplicar la cuaterna ¢ | R q1

Blla| Bl obtenida al aplicar la cuaterna g1 | R ¢1

Bl||lgi Bl obtenida al aplicar la cuaterna g1 | R ¢1

Bll|Bg|lllll obtenida al aplicar la cuaterna g1 B R q2

B|||Bg2B]||||| obtenida al aplicar la cuaterna g2 | B g2, que es terminal por

no existir en M ninguna cuaterna que comience por g2 B

3) Como en la méquina dada no hay ninguna cuaterna que comience por g2 B, la maquina
se detiene y por tanto la expresién B ||| B g2 B||||], es una descripcién instantédnea terminal,
y el resultado, utilizando la representacidn de salida, es el niimero de | que existen en ella ,
es decir 8.
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Los automatismos, que eran realizados al principio directamente por el hom-
bre, han ido materializandose paulatinamente hasta convertirse en herramientas
cada vez mas participativas, que han ido aportando, con eficacia creciente, su
colaboracion en la realizacion de esos cdlculos. En esta evolucién de la ma-
terializacién de los procedimientos se ha llegado, a mediados del siglo XX, a
la construccién de méquinas en las que cada vez intervienen menos, de forma
directa, las personas.

En efecto, aunque a lo largo de nuestra conferencia hemos aludido varias
veces a algunos dispositivos fisicos utilizados por el hombre como herramienta
de célculo (dbaco, regla y compds, méqinas aritméticas, regla de calculo, ...),
no podemos considerar todavia a estos dispositivos como méaquinas automaticas,
ya que ninguno de ellos funciona sin que el hombre opere directamente sobre
los mismos.

Los primeros ejemplos que suelen citarse como dispositivos fisicos automaticos
(entendiendo aqui automatismo como la ausencia de intervencién humana en la
ejecucién de un proceso) son el telar de Jaquard (1752-1834), y el regulador
de Watt (1736-1819). Aquél, por que es la primera méquina capaz de leer in-
formacién previamente grabada en una tarjeta perforada (dispositivo digital) y
realizar por si misma las operaciones indicadas en esa informacion; y el segundo
porque es capdz de medir directamente una magnitud fisica (la presién del vapér
de la caldera) mediante un dispositivo analégico, y cambiar su comportamiento
de acuerdo con esa medida.

Este es un nuevo enfoque del concepto de automatismo, en el que lo carac-
teristico es la existencia de maquinas con capacidad para recibir informacion
y de ajustar su comportamiento de acuerdo con la informacién recibida . La
importancia de este nuevo concepto consiste en el decubrimiento de sistemas,
tanto digitales como analégicos, en los que que la informacién puede depositarse,
circular y ser interpretada por y en dispositivos materiales fuera del sistema ner-
vioso humano. Han aparecido en torno a este concepto dos nuevas disciplinas:
la Teoria de la Informacion3* y la Cibernética 3° . La cibernética es una de las
disciplinas que estudia el comportamiento de estos sistemas de informacién, en
los que la realimentacién y homeostasis son dos de los factores siempre presentes
en los mismos. La teoria de la informacion estudia los aspectos matematicos
de la informacion. Estas nuevas disciplinas que han abierto nuevos campos de
estudio a la matematica, y la relacionan con la informatica, considerada esta
ultima en su sentido méas amplio.

Asi se llega a percibir que la informacion se comporta como un elemento
fisico, material, externo al hombre, andlogo a la materia o a la energia 3% | y

34Claude Shannon,el matemético norteamericano que uso el algebra de Boole en el disefio
de circuitos fue tambien el creador de la teoria matematica de la informacién. Fue profesor en
el MIT y colaboré con los Bell Laboratories. En 1948 publicé en el Bell Sydtem Technological
Journal un articulo titulado A mathematical theory of Communication, que al ano siguiente
amplié en colaboraciéon con Weaver y publicé en forma de libro con el mismo titulo.

35E] matemdtico norteamericano Norbert Wiener es considerado el padre de la Cibernética,
teoria que difunde en un libro titulado Cybernetics, or control and communication in the
animal and the machine, publicado en 1948. Fue profesor de matemédticas en el MIT (1932-
1960).

36Es un hecho trasdendental considerar a la informacion en su naturaleza fisica, analoga
a la materia y a la energia. En la comparacién y relaciéon de la informacién con la energia
recordemos la fabula del diablillo de Maxwell que contradice al Segundo principio de la Ter-
modindmica, y cémo la negantropia es un concepto equivalente al de informacién. También
es un hecho evidente que la informacién ahorra energia.

24



este hecho, de aparicién tan reciente (apenas 200 afios), es de una transcenden-
cia tal, que estd modificando de forma radical la estructura de las sociedades
humanas. En estas modificaciones estan incidiendo de forma muy notable los
sistemas cibernéticos , de complejidad creciente, que podriamos agrupar en dos
grandes categorias y denominar simbdlicamente a cada una de ellas como ma-
quina sapiens y maquina faber, asi como las redes de comunicacién que los
interconectan.

La actividad inteligente del hombre le ha conducido al descubrimiento de
calculos y algoritmos para no tener que pensar en como actuar cada vez en que
se presentan las mismas condiciones, de manera que una vez pensado el proce-
dimiento este se reduce a una sucesién de reglas que aplicadas correctamente
nos llevan con certeza a obtener el resultado deseado. Ya hemos visto como la
materializacién de estos procedimientos nos han conducido a la aparicién del
ordenador y de otros dispositivos autométicos. Durante siglos el hombre era
el Unico capaz de operar estos instrumentos. Solo desde hace unas decadas
puede decirse que esos instrumentos y dispositivos han alcanzado un nivel de
desarrollo suficiente para poder interpretar directamente la informacion y los
algoritmos y, de acuerdo con ellos, actuar sin la atencién humana directa. El
ordenador es el maximo exponente de este tipo de dispositivos, aunque no el
Unico ni serd el dltimo. Pero estos dispositivos solo actuan sobre informacion,
solo es informacién lo que transforman y transportan. Esta caracteristica de
este tipo de maquinas y dispositivos es la nos permite denominarla, abusando
evidentemente de la expresion, como mdquina sapiens. Estas maquinas facilita
el acceso a la informacion 37 y a la cultura y permite la cooperacion intelectual
de las personas.

Pero el hombre no solo actua sobre la informacion, actua tambien sobre
la materia, la transforma y la transporta, y para ello necesita energia. En la
transformacién de la materia el hombre ha usado de forma directa su energia
corporal, su fuerza fisica, asi como de la informacién que como individuo poseia
sobre los procesos de transformacién. También desde épocas remotas recurrié a
pensar procedimientos para incrementar el resultado de su fuerza, pensamiento
que fue materializandose en herramientas, instrumentos y otros dispositivos que
se convirtieron en maquinas productivas cada vez mas elaboradas. A la clase
de esta gran familia de dispositivos productivos es a la que podemos llamar
maquina faber.

La conjuncién entre estas dos clases de maquinas ha hecho aparecer otras de
nuevo tipo (nos referimos al robdt, que puede considerarse como un ordenador
dotado de fuerza y movilidad) que ya desde los afios 50 38 se preconizaba como
el elemento basico para el desarrollo de la automacion, es decir de la produccién
automatica total. Este vaticinio no se ha producido, pero no por dificultades

37La, posesién de informacién estd dejando de ser un hecho singular, reservado a pocos, y
dejando de constituir un privilegio, para pasar a ser accesible a todos y para poder circular
sin la necesidad de la presencia del hombre. El efecto multiplicador de esta circunstancia es
todavia inconcebible.

38En la primavera de 1956 asisti en Mildn a un Convegno internazionale sui problemi
dell’automatismo organizado por el CNR italiano. Fue un magno cogreso internacional (en
el que participaron 15 paises entre ellos también la URSS) y cuyos trabajos se recogen en
tres volimenes; el primero dedicado a los aspectos cientificos y técnicos, pero es curioso que
los otros dos extensos volumenes ya se dedicaran a las implicaciones sociales de esta nueva
disciplina; el volumen segundo se titula Posibilitd Tecnico-economiche, y el tercero Riflessi
Economico-sociali.
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tecnicas insuperables, sino para evitar los cambios sociales que esos cambios
tecnologicos acarrearian.

Vemos, pues, como el hombre en su desarrollo intelectual, y a lo largo de
su produccion técnica y cientifica, especialmenete matematica, ha ido creando
dispositivos para liberarse de los trabajos repetitivos y mecanicos, simbolizados
por la informédtica, para alcanzar asi la posibilidad de dedicarse a tareas méas
propiamente humanas.
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